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XXXI. 


SOPRA LE EQUAZIONI FONDAMENTALI 
DELLA ELETTRODINAMICA 


« Nuovo Cimento », ser. 3, vol. XXIX, 1891, pp. 147-154. 


Come le questioni di dinamica dipendono da un unico sistema di equa- 
zioni differenziali (le equazioni di LAGRANGE) cosi, secondo quanto ha mo- 
strato HERTZ, tutte le questioni di elettrodinamica si riducono a dipen- 
dere da un unico sistema di equazioni differenziali O. Le equazioni della 
dinamica di LAGRANGE (quando le forze ammettono un potenziale) possono 
ricondursi a dipendere da un unico principio di calcolo delle variazioni (il 
principio di HAMILTON). Mi sono proposto analogamente di ricondurre le 
equazioni fondamentali della elettrodinamica da cui è partito HERTZ nel 
caso dei sistemi in quiete, a dipendere da una questione di calcolo delle 
variazioni. 

Questo risultato, come mostreremo puó conseguirsi in infiniti modi 
ricorrendo a delle variabili ausiliarie da cui dipendono le componenti della 
forza elettrica e della forza magnetica. 


SL, 


Siano £j; , Wrs , №, (7, == 1,2, 3) delle funzioni delle variabili x, , x, , х3, 
tali che | 


Ers = Esr » © Шз = Mor , А = der 


e siano X, „Xa; X,; L,, L,, L, delle funzioni delle variabili x, , x, , 3,4 
Queste funzioni siano definite in un campo S a tre dimensioni rispetto alle 
variabili x,,x,,x, e per i valori di 7 compresi fra 7, e 7,. 

Si ponga 


dL,r+: dL,+2 


( ) \ 5, = = У, Ers X, — dirka + dirti + 47 Ў, А, X5 
I 
JE d d Xrt2 dX,+: 
| UT — di X, Urs - I-A pu ditr+3 x 


Denotando con Y, e M, delle nuove funzioni di x, , x, , x4,7, moltiplichiamo 
le relazioni precedenti per òY, e $M,, sommiamo e integriamo a tutto lo 


(1) Vedi « Nuovo Cimento », ser. 3, vol. XXVIII, p. 193. 
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` spazio S rispetto alle variabili x, , x,, x, e per i valori di # compresi fra „е 
£. Si otterrà 

/ ie. 
| | У, (Е, ЗҮ, + 3M,) 4S = — ЈЕ (X, du, + L, 3v,) dS 


l 


Кел... 


to fo 


\ — L, А АРЕ 35 Aka SM,4; TP Ж; $M,4,) COS zx, x e 


denotando con c la superficie contorno di S e con z la sua normale diretta 
verso l'esterno, e ponendo 


den d dMr+r аМ,+2 
\ Ur -— di m Ers Y x ue pr + dtr+: —4T У, dh ү, 


(3) 


RON dYna | dYers 
| u, = 2, У, р. М,;— Ww n е р: рж 4 


Ciò premesso consideriamo le quantità 
Ars = Asr , Bs = Bor, n Pa y 


supponiamole funzioni di x, , x,, x,, e tali che 


Arr s Xiz s Фуз Bar , Bro , M 
(4) A —|0,,;95,,*,4|-O ; b= Beni Pasi Bas ZO. 
T , as , X33 Ba: , бз , Ba 
Pongasi 
__ dloga AD gn d log ё 
od dars : i dBrs 
(5) à 2 rs Us = p , D бш о; = Noi 
Avremo 


2 (X. д2, + L, до,) Tai Di Ars X, dZs + РРР Brs L,93N,. 


L'equazione (1) potrà dunque scriversi 


d: 
(I) | dt [ (Б, à, X, 87, + E 1, IN) dS = 
S. 


ti fi 
— [a [x. € SY, + 1%, 3M, dS + | [Ly „(е X: 8Ү, + trs Ls 8M) 4S 


X : to 
ti 


+ | |>, аа 8Ү,+, y. ы Lipa 9Y,,., ал Xr М, +, = Xs ÒM, +a) COS МАУ do. 


Îo 6 
(2) Il simbolo Ў», denota la doppia somma X, X, іп tutto il corso della presente nota. 
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$ 2. 


L'ultima formula del paragrafo precedente fornisce subito il modo per 
risolvere la questione propostaci. 
Poniamo infatti 


(6) oe Neale 


in tale ipotesi il primo membro della equazione precedente diviene 
f Р 
à [P d 
in cui 


=1 J Zara. а В 
g ; 
e la condizione 
ti x 


condurrà alle equazioni 
(7) 6. = 0 А т = O, 
che sono appunto le equazioni fondamentali della elettrodinamica dei sistemi 
in quiete, quando si supponga che X,, X,, X, siano le componenti della 
forza elettrica, L, , L, , L} quelle della forza magnetica secondo gli assi coor- 
dinati x, ,x,,x,, le €s i coefficienti della polarizzazione elettrica, us quelli 
della polarizzazione magnetica e А; i coefficienti della conducibilità elettrica. 
Nella espressione di P compariscono le «,s , B-s che sono quantità le quali 
possono scegliersi arbitrariamente, salvo a supporre soddisfatte le (3) e (4). 
Si ha quindi che le equazioni (7) possono farsi dipendere in infiniti modi da 
questioni di calcolo delle variazioni. 
In particolare potremo fare in modo che P sia uguale alla energia elet- 
tromagnetica del sistema. A tal fine basterà prendere 


Ers = Arys , Urs = B. 
e avremo 


= E [ 2... (Ers b Er X; + Urs Ls Lo) 
$ 


Prendiamo invece 


Cra = Es 5, В = — Us, 
si otterrà 
TZ, dr X, X, = + Жа Ur Us = lie A 
+ i Py dre (Gr DE + дп Arh Yi) ЕЕЕ аы + 4т Ў, Ash Vi) 
— 1 у,4% (Meta _ Meta) ong Ly, 


Www.rcin.org.pl 


XXXI. — Sopra le equazioni fondamentali, ecc. 499 


I | I I dM, dM; 
pL б Li L, ^C Frs ps Up fig =m T Жы bra” di 


I dY, dYr+2\ [dY dY 
TE x b, ( +1 ES r+ ) ( sti Eo st2 
Р 2 i: , аха аху+1 455 +2 Xs +1 


——— | _—___ _ — 


куше сш è uan 


2 dt dx; 42 dxXr+: 
Quindi 
I I a dM,+: dM,+2 
8 —X, Ar X X — Ў, r ue До = — — |— rt —— r ) 
( ) 2 T ч j 4 T 2 sp ç 1 di |2 х, Ү, dXr4-2 dX r1 
I d dMr+2 dMr+ 
ET En de Yr Ye IX ж e — ун, 222) 
essendo 
VR ЪТ. 4M, ам, 
а = ES. K^ aD Пы тиге 
І dM,+: dM аМ,+2 ам aM; 
5) AA eU (Fl тэ sti NS. +2 + ) 
Tov As ds di "el 4-47 „л Va LE de n. 4 7 Za Ash Va 


I QY ,y41 ДҮ уа QY si аҮ;+ 
zs x, s Örs ( QXr42 dxr+1: ) | xs. ә ro dxs+i | i 


Formando in questo caso l'integrale 


y. 
йүз 


avremo che tutti i termini del secondo membro della equazione (8) i quali 
sono delle derivate esatte rispetto alle variabili Z, x, , x;,x,, dànno luogo 
ad una somma di integrali estesi al contorno dello spazio S e di termini i 
cui valori vanno presi ai limiti 4, e Z,. 

Se trascuriamo questa somma otterremo 


ty 
ci incui Q =] 4. 


Соте ё ben noto dalla teoria del calcolo delle variazioni, se annulliamo la 
| h 
variazione di [9 dt otteniamo le stesse equazioni indefinite come annullando 


fo 


la variazione di [ Pdt. Ne segue che le equazioni fondamentali della elet- 
n fo 
trodinamica potranno ottenersi dalla variazione dell'integrale 


ti 

[de [G as. 

hs 

Nella espressione di G sono separati i termini che contengono le derivate 
delle Y, ed M, rapporto a 7 (i quali formano una funzione omogenea di 
2? grado rispetto alle derivate stesse) dagli altri termini, come ha luogo nella 
espressione dell'azione di HAMILTON che si trova nella dinamica. 
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$ 3. 


Dalle (1) si ricava 


А dY; aM; TIME ху dL. T aM; 
®(&-ш+ Ed tad = х, La 2 L.X Td Si pis ар. 


_dY; (dLi+: d Lia 
— 7 | vs 


QXi4a dXi+2 1 d 3 
‚ @#ї+2 @®+т ск) "y x; È i аха Vas ne ge ) +47 У; л № X4 di 


Quindi a cagione delle (2) 


T ) TA . dL; dYi4: dYi+2 dY; dLi+: A 
=, |u (ж < JM Tz | di (e ч xi rt y wh. fone dXi4i 
уу Hi АМ: __ Su ам; Cx Lo н) 
di dio dxi+ı di \ dxi+2 — xii 


+ ат Ea dan (Xi Yit) 


ovvero per le (5) e (6) 


_4 in шык, вао Aa — e 


dL ad ама) Erg m Eja Na X, ү; | 


dito dxi+i 
d аҮ; +: аҮ; +1 dMi + dMi+ 
Xue lee Delio Kan 


Integrando a tutto lo spazio S e supponendo soddisfatte le equazioni 
= 0 , Y; — O0, 
otterremo 


a] irme ХХ, LL) ELE T 


axi 2 dxi4 I 
dM;+: dM;+2 


аха ахі +1 


— Xi( | VR ARRE ЧҮ а eu 


= [x (x. аса i Di je bulis eiiis na + Fi =) cos nxi do. 


di 


Nel caso in cui S rappresenti lo spazio indefinito e le X;, L; a distanza 
infinita siano infinitesimi di terzo ordine, allora il secondo membro va a zero 
e otteniamo l’integrale 


fi +, Cis X; X, + go LiL) — 2 „(ы — s) 


dXi+2 Xi 


dMi+: dMi+2 E 
—X( SL | + 4* Х;, А Xa ү; |45 == соң: 


$ 4 


Consideriamo due sistemi di valori per le X;,L;, Y;, Mi, £i, vi, Ui, 
v;,L;, N; che distingueremo ponendo uno o due apici alle quantità stesse. 
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Avremo dalle (1) 
| Zi (Vi &+ Mi y — Y; .— Mini) 
Bu. olg | | S Н Da v; + EA Er м; — 25 м) 
рее 7 

M, [s A E ) ERE ada OR KAY) 
5 Zi, [es (X; Y7— X7 Yy + we (L; M; —L; Мә] 


YAS БА ES Vist Lisi sx, YAN Lii. 


dLi4: Філа || | MES: d 
UN + УМ" ed 
dii+2 dXi4 i È E '\dxi+2 Xii 


d " ' 
— X ж (Үн Lees — 
Miti Xita x Му, Xia de M; Xin. Mita Xj.) 
dYs — dMi+: | АМ, CRI A 
Кик У; Xi i У, = ASTRO di TOLL dii — 4.7 24 Aih Y; 
n dipi. dVita] | AU MEL. 
Ti + x X; pt Sig di = OL 


ИШҮНЕ Li L; Iz. Ш: 7 " @й+2 @хї-+т \ 
АМ, de dYixs dYi4a 
NEM vu TO У, Ain ү, T 2; [7 x, Ш: —„— "E 2 Ка 2: 


үр porem 
Quindi tenendo presenti le (2) e (5) si otterrà 


= 5 [ш Yi X? Y) + w (LM; =L? M] 
d " , " , , A М 
PTT E (Yi L4. е. or Y. Evi PAF Vil: Ls + Y. LE 
V Mi: Xi + M;,, XL. T Mj, Xixa Mita Xj) 
Eos 2; s [0 (X; Zs — X; ZA + Bis (Б; №; — L Nj] . 
Se sono soddisfatte le (6) e (7) avremo 


onde integrando a tutto lo spazio S 


5; | Eie [e QG Yi — X7 Y2 + ш. (1: M7 — L; Mj] dS 


= | Di (Via Lipa — Via Liz: — Visa Lita + Үн. Léa 


i41) COS Их; do 


— Mir Xi4a + Mi, Xii + Mi, X4, М, Х 


‘ la qual formula corrisponde nel nostro caso al lemma di GREEN 
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